2.9.16  Prirozena exponencialni funkce, p  firozeny logaritmus

Predpoklady: 2915

Pedagogicka pozndmkaP¥i vykladu v prvni¢asti hodiny jeiteba postupovat tak, aby zbylo
jese 15 minut na samostatiéSeni pikladi na konci hodiny.

Pedagogicka poznamkaV klasické gymnazialni sé&de prirozena exponencialni funkce
vybrana jako funkce, jejiz &¢aou v bod [O;]] je funkcey = x+1. Asi dvakrat
jsem latku vys¥tloval timto zgisobem a v obouifpadech jsem byl ze stranich
nejchytejSich dotazovan, co je tak zajimavého gadey = x +1.

Od té doby vysétluji piirozenou exponencialni funkci pomoci derivace. Zgjm
ve tidach, kde &im fyziku, to neni problém, protoze hned v prvnginiku se pi
vyuce kinematiky studenticiigraficky griblizné derivovat funkce. Tento Agob

se mi os¥dcil, studenti nemaji s pochopenim derivace jako fenkkazujici
zmeény Zzadné zvlastni problémy. Derivace prvniigtiunkci v tabulce hledame se
studenty spokné na tabuli.

V ¢asti matematiky, kterd se nazyva diferencialriegp@eka nas az na konéivrtého
rocniku), se zkoumaji funkce. Velmiigzité je zejména hledani funkce, ktera nanjake
jiné funkcitika, jak se mani jeji hodnoty.

Takové dvojice funkci zname z fyziky. Nididad:
* draha rovnorrné zrychleného pohybu (s nulovoudabeini rychlostl'):s:%atz,
* rychlost rovnondrné zrychleného pohybu (s nulovoudadeini rychlosti):v=at,
* draha rovnorrného pohybus=wt,
» rychlost rovnonirného pohybuy = konstanta.

Rychlost nantika, jak se v kazdém okamzikwem drahadlesa—= funkcev=at namrika,

jak se ngni funkces:%at2 (matematiciikaji, Ze funkcev=at je derivaci funkce

szlatz).
2

Hledéani derivaci je pro fyziku i matematiku napoosésadni Ukol (jednim z objevitel
diferencialniho pé&tu je 1. Newton, ktery tento druh matematiky vyngfsprotoze bezdj
nebyl schopen matematicky zapsat sveé fyzikalni agko

Témet ke vSem funkcim, o nichZ jsme dosud mluvili, exjistfunkce, ktera je jejich derivaci.
Ukazky jsou v tabulce:

Funkce Derivace (znd&isey")
y=1 y'=0

y=X y':]_

y=x’ y'=2x




1 1
y=— Y ==
X X
_\/; y':i
y= 2Jx

VSechny derivace se liSi od funkce, jejizéom popisuji.

Existuje funkce, ktera sama o gdik4, jak se nani? Ktera je sama svoji derivaci?

Jak vypada derivace exponencialni funkce?

Funkce Jeji derivace
1Y 1Y
== '=-0,69314]1=
g (zj g 4@
y=2" y'=0,6931412
y=3 y'=1,0986113
y=4" y'=1,3862914
y=8 y'=2,0794418

VSechny derivace exponencialnich funkci vypadajrasistejrt jako pivodni funkce, pekazi
tam pouze &akécislo, kterym se funkce nasobi.

Prac?
Priklady exponencialnich zavislosti:

* pocet atomi radioaktivni latky: Hodnota funkce odpovida ¢to atomii, zména
hodnoty odpovida ptu atoni, které ubudou (ten je ale &@plan pomoci p&u atoni,
které v latce existuji, protoZze prapolovina z nich bhem pol@asu rozpadu zanika).

e mnozstvi peréz na W&tu: Hodnota funkce odpovida §o peréz na @&tu, zntna
hodnoty odpovida mnozZstvi pen které pibudou (tedy Urokm pripsanym od banky.
MnozZstvi penz, které banka nacét fipise, zase odpovida mnozstvi ulozenych
perez).

= | prostou Gvahou vidime, Ze u exponencialnich éijg od funkce k jeji derivaci velmi
blizko (znena exponencialni funkce vdittm bod odpovida jeji aktualni hodngt

VSechnyradky mizeme zapsat takto:

Funkce Jeji derivace

y:aX y':kaﬁix

Potebujeme najit funkci, pro kterou plaj =1. Z tabulky je vidt, Ze:

* k, je Zejme logaritmus pi néjakém neznamém zaklady,(= -k, k, = 2k, , k; =3k,
2
= tatocisla sphuji pravidla pro logaritmy)

« hledan&islo ad(2;3) (k, =0,6931¢, k, =1,0986)

Pedagogicka pozndmkaPredchozicast kapitoly neni wena k zapamatovani a nikdy ji
nezkouSim. Jde pouze o snahitnainit, pr@& se v matematice pouziva &ného
pohledu nesmysinéslo a je&t se o #m tvrdi, Ze je nejvyhodijsi.




Spravna hodnota hledanétisla je dalSi zakladni matematick& konstanta (velodiobna
¢islu 77), jmenuje sdculerovo ¢islo e=2,7182818284590452353602874713526624-.
Eulerovocislo (podobs jako 77):

* ma nekonény neperiodicky desetinny rozvoj (a tedy nejde aapgfomkem, je
iracionalni),

* neni kdenem zZadné algebraické rovnice s racionalnimi kefiy,

» dokazeme je it na libovolny p@et desetinnych mist,

* je nejvhodsjSim ¢islem pro zaklad exponencialni funkce i zaklad tage (z
pohledu normalnihélovéka je neuvtitelné, Ze pouzivaméslo, které nedokazeme
ani presré zapsat, ale z matematického hlediska je pouzizgntlobr opodstaténé
jako pouzivani radianpro velikost ahlu).

Exponencialni funkcey = €* se nazyvdiirozena exponencialni funkce
(Prirozena exponencialni funkce je funkce, jejiZnmje v kazdém okamziku rovna jeji
hodnot.)

K ni inverzni logaritmicka funkce o zaklaguy = log, X se nazyvdrirozena logaritmicka
funkce (pFirozeny logaritmus).

(Prirozeny logaritmus ma ze vSech logaritmickych funmkejhezi derivaciy -1 )
X

Znaceni: Misto y =log, x piSemey =Inx.

Poznamka: Protoze vime, z&, je logaritmus fi neznamém zakladu a pldtj =1, je
ziejmé, ze platk, =Ina, pak totiz vychazk, =Ine=log, e=1.

Pedagogicka poznamka:e nutné se nenechéili unést a vykladat prvigést hodiny tak,
aby na zbytek za touto poznamkou zbwiibi¥né 20 minut. Pro studenty neni
vzorec pro zrénu zakladu tak jednoduchy, jak by se dalekavat. Nejetsi
problémy jim misobi volnost, se kterou si zaklad mohou volit.

Problém:
Na kalkulakach se vyskytuji &Sinou pouze tiétka proin x a logx = pomoci kalkul&ek

muzeme ukovat pouze logaritmy se zakladeara 10 = musi existovat vzorec, jak snadno
urcit i logaritmus pi jiném zéklad.

Pro kazdéa>0;a#1, b>0;b#1 apro vSechna kladridsla r plati:

log, r

log, a

Zajimavé. Novy zaklad sieme volit libovolg ze vSecltisel, ktera mizeme pouzit jako
zéklad logaritmu.

log,r =




Pi. 1. Ur¢i pomoci kalkulé&ky piibliznou hodnotu (na 6 desetinnych mikiy, 3.

log3. 0,477121254

- Podle vzorce platiog, 3= =1,58496250

nebolog, 3=

log2 0,301029995

In3 . 1,098612289 1,58496250.

In2  0,69314718

Pedagogicka poznamkaV tomto @ipack je poteba, aby byl vysledek spivan na
kalkulatce rovnou (neiepisovanim mezivysledkna papir a jejich agovnym
zadavanim do kalkuity), nagiklad posloupnosti klavetog 3 / log 2 =.
Studenti by si rfli vyzkouSet spditat hodnotu logaritmu @ma zgisoby, aby si
tak owiili, Ze na vollg zakladu opravdu nezalezi.

Vzorec si nfizeme o¥fit i pomoci ndm znamych hodnot logaritm
2=log,16=—2—=—-=2
0g

nebo dokazat:

Plati: r = a°%' - rovnost zlogaritmujeme pFi zakladu b = na obou stranach rovnice
jsoucisla, ktera se rovnaji, pokud z obsigel udlame logaritmy pi zakladub (libovolné
kladnécislo mizné od jedné), budou se rovnat i nadale.

log, r =log, @' - pouzijeme pravidlo pro mocninu uvhibgaritmu.
log,r =log,rtog,a /:loga

log, r
log,r = 99,

log, a

Pr. 2: Odhadni (s fesnosti na celéisla) hodnoty logaritiina pak je vypé&ti pomoci
kalkulacky:

a) log, 11 b) log, ;0,6 c) log, 0,1

' a) log,110( 2;3 , log, 11= 2,18265:
' b) log, s 0,60( 03, log,;0,6= 0,73696!
¢ log, 0,10(-4:- 3, log, 0,1= - 3,32192:

Vzorec pro zminu zakladu mzeme vyuzit i vypoctu rekterych logaritnd:

1 . e . . y . e
Iogﬁg- vSechn&isla jsou mocninamiit = prevedeme na podil logaritnpii zakladu 3

1
g l= |093§ =|Og33_2 =__2=_4
9 log3\/‘§ log, 3% :
2



PF. 3: Pomoci vzorce pro zénu zakladu vypéti bez kalkul&ky:

1 1
a) log, ¥4 b) IogQ% ) log ;>
! 2 2
: 3 =
aiog, 3= 00 g2 32
: 09, 8 3 3 9
lo 1 =
"3 _log,33 _ "3 __1
b) logy—= —= ==
B log;9 log,¥ 2 6
: 1
! Y IOgZZ -2 -2 4
Cc (_)g\/§ — = = 3 == -
: 4 log,+/8 >3 3
5 9 log, 22

Shrnuti:  Existuje idealntislo jako zaklad firozené exponencialni funkceiifmzenych
logaritmi. Jde ctislo e=2,718281828459045235360287471352662497,
stejre jako 77 nejdecislo e vyjadit zlomkem.



